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Скорочит
Подаємо варiяцiйний опис геодезiйних кiл у двовимiрному рiма-
нiвському многовидi. Вивчаємо пов’язання з рухом одновимiрної ре-
лятивiської „дзиґи“ i взагалi з релятивiськи–сталоприспiшеним ру-
хом.
1. ВСТУП
Приспiшення та гiперболiчна нить. Геодезiйним колом в геометрiї
зветься сплющена нить всюди сталої першої Френе–кривини k . „Сплюще-
на“ означає, що уздовж нитi всi повищi криви´ни є зеро. Дивним чином це
поняття збiгається, незалежно вiд вимiрiв простору, з фiзичним означен-
ням сталоприспiшеного руху [1]: графiком релятивiського сталоприспiше-
ного руху є сплющена свiтова нить сталої кривини k , яка в цьому випадку
зветься прискоренням пробної частки. Спiльним визначальним рiвнянням,
як геодезiйного кола, так i свiтової нитi рiвноприспiшеного руху, записа-
ним в природному в´iдмiрi
gmn
Dxm
ds
Dxn
ds
= 1 , (1)
є таке [2]:
D3xl
ds3
+ gmn
D2xm
ds2
D2xn
ds2
Dxl
ds
= 0. (2)
PACS 2006 numbers 11.15.Kc, 02.40.Ky, 45.20.Jj, 45.50.-j
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„Дзиґа.“ Частина людей вiрить, що рух релятивiської дзиґи потрiбно
описувати рiвнянням Матiсона (гляди уклад (3.29) з письма [3], а також
пи´сьма [4], [5] та [6]):
M
Dun
ds
=
D2um
ds2
Snm − 1
2
Rnmklu
mSkl . (3)
Це рiвняння, окрiм природного вiдмiру вздовж свiтової нитi власним ча-
сом, передбачає ще й додаткову умову Матiсона–Пiранi (гляди [3], с. 182),
яка повинна супроводжувати будь–якi перетворення, з ним пов’язанi:
unS
nm = 0. (4)
У двовимiрному свiтi „iнтеґральна“ умова Матiсона–Пiранi (4) просто за-
бороняє будь-який розвиток. Далi у Вiддiлi 3. спробуємо на варiяцiйнiй
основi так переробити рiвняння Матiсона (3), щоби рiвняння рiвноприспi-
шеного руху стало його узагальненням.
2. ВАРIЯЦIЙНЕ РIВНЯННЯ ДЛЯ ГЕОДЕЗIЙНИХ КIЛ
Позначки. Коли записуємо свiтову нить σ ⊂ M (в геометричних тер-
мiнах – одновимiрний пiдмноговид (лже)рiманiвського простору M ) за
допомогою функцiй xn(ξ) , говоримо про стежку τ : ξ 7→ xn(ξ) у много-
видi M , образом якої є ця нить, иньшими словами, – про параметричне
зображення пiдмноговиду σ , або, ще по-иньшому, про виказ нитi σ з пев-
ним вiдмiром змiнною ξ . Сам пiдмноговид σ є при цьому слiдом стежки
τ . Часом ще говорять про непараметризованi дорiжки, або ж непараме-
тризованi кривi, що є те саме. Якщо стежки, якi є розв’язками деякого
диференцiйного рiвняння, ними ж i залишаються при змiнi вiдмiру (тоб-
то, при довiльному локальному невиродженому перетвореннi незалежної
змiнної ξ ), то кажемо про вiдповiдне рiвняння, що воно невi´дмiрне (часом
кажуть „непараметризоване“, або ж „параметрично–байдуже“).
Упохiднення за змiнною ξ позначаємо крапкою, коварiянтне упохiдне-
ння – штрихом; замiсть x˙ пишемо u . Простiр змiнних {xn, un, u˙n . . .
r−1︷︸︸︷. . .
u n}
має iм’я. Це є простiр r –швидкостей Ересмана T rM , який має своє, нутрi-
шнє означення, що не залежить од впровадженої тим чи иньшим способом
системи координат. Функцiю Ляґранжа позначаємо лiтерою L , L : U ⊂
T rM → R . Ту саму функцiю, виражену в координатах {xn, un, u˙n, u¨ . . .} ,
позначаємо Lu .
2.1. В´iдмiрна байдужiсть у механiцi Остроградського.
На многовидi T rM означенi так званi „основнi дiлачi“ ζ1 . . . ζr , якi уза-
гальнюють поле Лiувiля [7], [8]. З їх помiччю можна висловитися, зокрема,
щодо умов безвiдмiрностi рiжних побудов, якi творимо на просторi T rM .
До порядку 2 цi дiлачi є такими:
ζ1 = u
n ∂
∂un
+ 2 u˙n
∂
∂u˙n
, ζ2 = u
n ∂
∂u˙n
. (5)
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Деяка функцiя f , задана на (частинi) простору T 2M , не є залежною
вiд перетворення похiдних un, u˙n , зумовленого довiльним (локальним, вза-
ємно–однозначним) перетворенням незалежної змiнної ξ , в тiм, i тiльки,
разi, коли
ζ1f = 0, ζ2f = 0 . (6)
З другого боку, деяка иньша функцiя L , задана на (частинi) просто-
ру T 2M , створює параметрично–байдуже варiяцiйне завдання з функцiо-
налом
∫
L(xn, un, u˙n) dξ , якщо, i тiльки, наступнi умови Цермело задово-
ленi(гляди [8], або ще [9], уклад 8.19):
ζ1L = L, ζ2L = 0 . (7)
У прийнятих в механiцi Остроградського поняттях кiлькостей руху
p(1)n =
∂Lu
∂u˙n
, pn =
∂Lu
∂un
− dp
(1)
n
dξ
(8)
вираз, i вiдповiдне рiвняння Ойлера–Пуасона подаються таким утвором:
En = ∂L
u
∂xn
− dpn
dξ
= 0 , (9)
а функцiя Гамiльтона таким:
H = p(1)n u˙
n + pnu
n − Lu .
Спосiб виказу функцiї Гамiльтона у поняттях дiлачiв (5) був отриманий в
Українi [10] i, незалежно, в iберiйському свiтi [11]:
Рiч 1
H = ζ1L− d
dξ
ζ2L− L .
Наступне речення стає тепер очевидним:
Рiч 2 Якщо деяка функцiя LI творить параметрично–байдуже варiя-
цiйне завдання i якщо деяка иньша функцiя LII є безвiдмiрною, то в
такому випадку вiдповiдна функцiя Гамiльтона HLII+LI = −LII , так що
функцiя LII є сталою руху для екстремалей варiяцiйного завдання з фун-
кцiєю Ляґранжа L = LII + LI .
У двовимiрному свiтi можна добути квадратний корiнь з виразу
(u ∧ u′)·(u ∧ u′) , який входить до означення кривини нитi:
k =
‖u ∧ u′‖
‖u‖3
= ±
√
|g| ǫknu
ku′n
‖u‖3
. (10)
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Рiч 3 Варiяцiйне завдання з функцiєю Ляґранжа
LR = k −m ‖u‖ (11)
творить геодезiйнi кола у двовимiрному (лже)рiманiвському многовидi.
Доведення. Що множина геодезiйних кiл вичерпується слiдами екстре-
мальних стежок варiяцiйного завдання (11), я намагався довести в не-
давнiй роботi, яка доступна лиш в Iнтернетi [12] ♥.
2.2. Коварiянтнiсть.
Вираз Ойлера–Пуасона означує добре збудовану нутрiшню геометричну
сутнiсть спiвзмiнної („коварiянтної“) природи; кiлькiсть же руху pn з дру-
гого означення в укладi (8) – нi. Аби подати вираз Ойлера–Пуасона у ви-
глядi, який полегшує числення на многовидi, оснащеному засобами спiв-
змiнного упохiднення (як-от рiманiвською лучнiстю), добре було б запро-
вадити спiвзмiннi кiлькостi руху (ще кажуть „iмпульси“). Робиться воно
ось як.
У просторi T 2M переводимо замiну координатних функцiй:
υ : {xn, un, u˙n} 7→ {xn, un, u′n}
i запроваджуємо позначку: Lυ = Lu ◦ υ−1 . Маємо взори для перерахунку
похiдних:
∂Lu
∂u˙n
=
∂Lυ
∂u′n
,
∂Lu
∂un
=
∂Lυ
∂un
+2
∂Lυ
∂u′q
Γqmnu
m,
∂Lu
∂xn
=
∂Lυ
∂xn
+
∂Lυ
∂u′q
∂Γqml
∂xn
ulum.
(12)
Наступним кроком запроваджуємо спiвзмiннi кiлькостi руху
π(1) =
∂Lυ
∂u′
, π =
∂Lυ
∂u
− π(1)′ . (13)
Рiч 4 Припустiмо, що функцiя Ляґранжа L залежить тiльки вiд ди-
ференцiйних iнварiянтiв γ = u·u , β = u·u′ , α = u′ ·u′ . У такому випад-
ку вираз Ойлера–Пуасона є:
En = −π′n − π(1)qRnkmqumuk (14)
Доведення переходить такими кроками:
Крок 1. Спiвзмiнну кiлькiсть руху π , скориставши з першого спiввiдно-
шення укладу (12) та взiрця, як пiдраховувати спiвзмiнну похiдну (53),
подаємо так:
πn =
∂Lu
∂un
− 2Γqmnumπ(1)q − π(1) ′n . (15)
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Спiвзмiнну похiдну вiд кiлькостi руху π(1) , знову ж, користаючи iз взiр-
ця (53), записуємо ось як:
π(1) ′n =
d
dξ
π(1)n − Γmlnπ(1)mul . (16)
Крок 2. Посередництвом повищих спiвзмiнних величин, змiнна pn iз укла-
ду (8) виражається так:
pn = πn + 2Γ
q
mnu
mπ(1)q + π
(1) ′
n − (на основi (15))
− d
dξ
π(1)n (на основi (13))
= πn + Γ
q
mnu
mπ(1)q (на основi (16)). (17)
Крок 3. Упохiднюючи (17) i застосовуючи (53) для того, щоб виразити
звичайну похiдну вiд змiнних π та u в термiнах, вiдповiдно, спiвзмiнних
похiдних π′ та u′ , разом з (16), отримуємо:
d
dξ
pn = π
′
n + Γ
l
mnπlu
m +
∂Γlmn
∂xk
ukumπ(1)l
+ (Γlmnu
′m − ΓlmnΓmqkuquk)π(1)l + Γlmnum(π(1) ′l + Γqklπ(1)quk)
= π′n + (π
(1) ′
l + πl)Γ
l
mnu
m + π(1)lΓ
l
mnu
′m
+ π(1)qu
muk
(
ΓlmnΓ
q
lk +
∂Γqmn
∂xk
− ΓqlnΓlmk
)
.
Крок 4. Вираз Ойлера–Пуасона (9) тепер прибирає вид:
En = ∂L
υ
∂xn
− (π(1) ′l + πl) Γlmnum − π(1)lΓlmnu′m − π′n − π(1)lumukRnkml .
Покажемо, що першi чотири доданки в цьому виразi творять зеро, – в
умовах Речi, яку доводимо. Задля складання виразу
∂Lυ
∂xn
=
∂Lυ
∂γ
∂γ
∂xn
+
∂Lυ
∂β
∂β
∂xn
+
∂Lυ
∂α
∂α
∂xn
, (18)
пiдрахуємо, послужившись взором (54):
∂γ
∂xn
= 2Γlmnu
mul ,
∂β
∂xn
= Γlmnu
mu′l + Γ
l
mnu
′mul ,
∂α
∂xn
= 2Γlmnu
′mu′l .
З другого боку, виходячи з означення (13), маємо:
π(1)n =
∂Lυ
∂β
un + 2
∂Lυ
∂α
u′n , π
(1) ′
n + πn = 2
∂Lυ
∂γ
un +
∂Lυ
∂β
u′n . (19)
Вiднявши вирази (19), з вiдповiдними множниками Γlmnu
′m та Γlmnu
m ,
од виразу (18), одержуємо зеро ♥.
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2.3. Рiвняння Ойлера–Пуасона для означеної кривини.
Вiзьмiмо за функцiю Ляґранжа, про яку йдеться в Речi 2, так звану озна-
чену кривину
LII = k˜
def
=
√
|g| ǫmnu
mu′n
‖u‖3
. (20)
Для такої функцiї Ляґранжа спiвзмiннi iмпульси суть:
π(1)n =
√
|g| ǫknu
k
‖u‖3
, πn =
√
|g| ǫknu
′k
‖u‖3
, (21)
Докладнiше про технiку здобуття виразiв (21) можна довiдатися з iнтернет-
письма [12].
Пiдрахуймо похiдну π′ вiд кiлькостi руху π в укладi (14). При цьому
важливо пам’ятати, що спiвзмiнну похiдну π′n потрiбно обчислювати, ви-
ходячи з означення (53), застосованого до другого виразу в укладi (21), i,
так само, похiдну du
′k
dξ
потрiбно обчислювати, виходячи з того ж прави-
ла (53):
du′k
dξ
= u′′k − Γklmu′mul.
Користаючи з укладу (55), врахувавши (56) разом зi взором спрощен-
ня (52), отримаємо
π′n = −3
√|g| (u·u′)
‖u‖5
ǫknu
′k +
√|g|
‖u‖3
ǫknu
′′k.
Рiч 5 У двовимiрному свiтi рiвнянням Ойлера–Пуасона для функцiї Ля-
ґранжа
L˜R = k˜ −m ‖u‖ (22)
є:
m
(u·u)u′n − (u′ ·u)un
‖u‖3
=
ωknu
′′k
‖u‖3
− 3 (u·u
′)
‖u‖5
ωknu
′k +
K
‖u‖
ωnmu
m (23)
де K = R12
12 є кривина многовиду, ωnm =
√
|g| ǫnm є елемент об’єму.
Доведення. Все, що осталося зробити – безпосереднiм обчисленням отри-
мати наступне спрощення у правiй частi взору (14):
Rn def=
√
|g|
‖u‖3
ǫmqRnkl
qumuluk =
√
|g|K
‖u‖
ǫnmu
m ♥. (24)
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Зауваження 1 Рiвняння (23), стяте зi швидкiстю un , має вигляд
0 = −dk˜
dξ
,
що безпосередньо ще раз пiдтверджує сталiсть кривини екстремальної
нитi.
Дiярiй. Рiч 3 давно була менi вiдома [13], як вислiд заплутаних по-
координатних пiдрахункiв, виснажливих своєю безнадiйно-одноманiтною
невпорядкованiстю. Властивiсть кожної з кривин Френе бути сталою на
естремальних нитях такого варiяцiйного завдання, де сама вона виступає
функцiєю Ляґранжа, є одним з наслiдкiв Речi 2, але я цю властивiсть усвi-
домлював тiльки в рамцях пласко´го простору (гляди [10]). Причина моєї
короткозоростi полягала в тiм, що сама Рiч 2 до останнього часу успiшно
вiд мене ховалася. В письмi [14] згадана властивiсть щодо першої кривини
Френе зостала голослiвно поширена i на викривлений простiр наслiдком
простої описки на сторiнцi 87, не зауваженої при вичитуваннi. Саме´ варi-
яцiйне рiвняння (23) було вiдомим тiльки в пласко´му просторi, як єдиний
розв’язок певного симетрiйного оберненого варiяцiйного завдання [14]. Ви-
гляд рiвняння (23) в загальному рiманiвському оточеннi остававсь таєм-
ницею з тiєї причини, що „коварiянтнi“ мiркування Вiддiлу 2.2., зокрема,
поняття спiвзмiнних кiлькостей руху та їх виразiв (21) нiяк не вирiзнялися
у мряцi сумно згаданих по-координатних обчислень.
3. РIВНЯННЯ ДIКСОНА I ВАРIЯЦIЙНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ
РIВНЯНЬ МАТIСОНА
Рiвняння Матiсона (3) можна отримати з бiльш загальної системи рiвнянь
Дiксона [15]
P ′ = F , (25)
S′ = P ∧ u , (26)
де величина P є деяким вектором, позначка P ∧ u означає скiсний тен-
зор, збудований за правилом (P ∧ u)nm = Pnum − Pmun , а сила взаємодiї
дзиґи S iз рiманiвською кривиною Rnm
kl є такою∗:
Fn = −1
2
Rnm
klumSkl . (27)
Виведення рiвняння (3) iз системи рiвнянь (25, 26) в чотиривимiрному свiтi
супроводжується накладанням додаткової умови Матiсона–Пiранi (4) ра-
зом з її диференцiйним наслiдком – упохiдненою умовою Матiсона–Пiранi
(гляди [3], уклад (3.21))
S′u+ Su′ = 0 . (28)
∗Наше означення тензора кривини (57) рiжниться знаком вiд означення, прийнятого
Дiксоном.
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У двовимiрному свiтi будь-яка додаткова умова є непотрiбною, оскiльки
матриця скiсного тензора S невироджена, i, вiдповiдно, рiвнянь (25, 26)
достатньо для визначення свiтової нитi. Цi рiвняння є невiдмiрними: з
них можна довiдатися тiльки про непараметризованi дорiжки. Часом, для
бiльшої визначеностi та полегшення рахункiв, до таких невiдмiрних рiв-
нянь додають iще одне, наприклад, рiвняння (1), яке усталює вiдмiр. Тодi
доповнена система рiвнянь робиться геть невиродженою. Як зазначалося
у Вступi, рiвняння Матiсона (3) вже є вiдмiряне власним часом (1). Та-
кий вибiр вiдмiру нас не влаштовує. Бо у нашiм випадку вiн несумiсний з
упохiдненою умовою Матiсона–Пiранi. Покажемо, чому.
У двовимiрному свiтi скiсний тензор Snm може вважатися спiввiдно-
сним з елементом об’єму:
S = −fω. (29)
Вiдповiдно, S′ = −f ′ω . Упохiднена умова Матiсона–Пiранi має наслiдком
рiвняння колiнеарности
u′ ∧ u = 0 , (30)
i, властиво, зводиться до вибору множника пропорцiйностi −f ′/f в ньому.
В’язь же (1), як i взагалi, вимога u·u = const тепер узгодиться з упохiдне-
ною умовою Матiсона–Пiранi хiба що тiльки у благо´му випадку f ′ = 0 .
Упохiднена умова Матiсона–Пiранi є бiльш лiберальною: рiвняння колiне-
арности, забороняючи, правда, прискорення k , не вимагає при цьому по-
стiйности крутня (просторово–одновимiрного „спiну“). Таким чином, мо-
жемо замiнити спосiб вiдмiру, прийнятий у рiвняннях Матiсона, на иньший
спосiб вiдмiру свiтової нитi,– приєднавши до рiвнянь Дiксона (25, 26) упохi-
днену умову Матiсона–Пiранi (28). Звiсно, про вигляд рiвнянь Матiсона (3)
прийдеться забути, подiбно до того, як ми розпрощалися з „iнтеґральною“
умовою Матiсона–Пiранi (4).
В попередньому дописi (уклад 16 працi [16]) пропонувалася така ви-
дозмiна рiвняння Матiсона, яка вiльна од умови u·u = 1 i виведена в
ширших рамцях тiльки лиш упохiдненої умови Матiсона–Пiранi:
M
(u·u′)u− ‖u‖2u′
‖u‖3
= 3
(u·u′)
‖u‖4
Su′ − Su
′′
‖u‖2
− F (31)
Лiвий бiк цього рiвняння є виразом Ойлера–Пуасона для функцiї Ляґран-
жа M‖u‖ , якщо тiльки вважати величину M сталим числом.
Можна було б i не долучати жодних додаткових умов вiдмiру до рiв-
нянь Дiксона – цi рiвняння й так уже самi собою визначать свiтову нить.
Та нам цiкаво, чи можливе варiяцiйне вираження системи Дiксона рiв-
ноцiнним рiвнянням без змiнної S , зате вищого (третього) порядку. Тут
важливим є факт, що у двовимiрi варiяцiйне рiвняння третього поряд-
ку нiяк не може бути параметрично-байдужим, оскiльки у варiяцiйному
рiвняннi третього порядку бiля найстаршої похiдної множником завжди
мусить стояти скiсна матриця, яка у двовимiрi є невиродженою. Иньшими
словами, шукаємо варiяцiйне рiвняння третього порядку, „гамiльтонiзацiя“
якого виллється у систему рiвнянь Дiксона.
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3.1. Рiвняння Дiксона i рiвняння Матiсона у двовимiрi.
Для узасаднення рiвняння (31) придивiмось ближче до системи рiвнянь
(25, 26, 28).
Рiч 6 У двовимiрi рiвняння (26) алгебрично рiвносильне з таким:
P =
Pu
u·uu+
S′u
u·u. (32)
Для доведення складiмо скiсний добуток виразу (32) з вектором швид-
костi u , залучивши виказ змiнної „спiну“ (29) та скориставшись взором
спрощення (51):
(u·u) (P ∧ u)nm = S′nkukum − S′mkukun =
√
|g| f ′
(
ǫnku
kum − ǫmkukun
)
= (u·u)
√
|g| f ′ǫnm = (u·u)S′nm ♥.
Долучiмо до системи рiвнянь (25, 26, 28) iще двi величини, M та M ,
разом з двома рiвняннями, що їх означують:
M =
Pu
‖u‖
, (33)
M =
P ′u
‖u‖
+
Pu′
‖u‖
− (u·u
′)
‖u‖3
Pu . (34)
Рiвняння
M = 0 (35)
– це тотожна в’язь, яка є алгебричним наслiдком системи (25, 28, 32).
Щоб у цьому переконатися, досить стяти рiвняння (25) зi швидкiстю u ,
а рiвняння (32) – з похiдною вiд швидкостi, u′ , пам’ятаючи про скiсну
симетрiю тензорiв кривини та „спiну“ та скориставши з переметної вла-
стивостi (28) ♥.
Величина M сприймається як похiдна вiд величини M .
Тепер на многовидi, заданому рiвняннями (28) та (33), виказ кiлькостi
руху (32) можна записати в друго´му виглядi:
P =
M
‖u‖
u− Su
′
‖u‖2
. (36)
Варiяцiйнiсть та приспiшення 551
Рiвняння (26), стяте з похiдною u′ , з використанням рiвняння (36),
творить ще один наслiдок:
S′u′ +
(u·u′)
u·u Su
′ = 0. (37)
Все ще перебуваючи на многовидi, заданому рiвняннями (28) та (33), ще
раз долучiмо до системи рiвнянь (25, 26) деяку нову величину P разом з
рiвнiстю, що її означує:
P = M
(
u
‖u‖
)′
+ 3
(u·u′)
(u·u)2Su
′ − Su
′′
u·u . (38)
З огляду на властивiсть (37), разом з властивiстю (35), всюди на многови-
дi (28) нову величину P можна сприймати, в рамцях системи (25, 26), як
похiдну вiд кiлькостi руху (36):
P ′ − P = 0 . (39)
Безпосереднiм алгебричним наслiдком рiвняння (25), враховуючи (39) i
(38), є рiвняння (31).
Рiч 7 На многовидi, заданому рiвняннями (28), (33), (35), (36), (38),
(39), рiвняння (31) є алгебрично рiвноцiнним iз системою рiвнянь (25, 26).
Доведення. Щойно було вказано, як рiвняння (31) випливає iз системи
Дiксона. Навпаки, це ж саме рiвняння (31), в термiнах величини P з
означення (38), записується як
P = F , (40)
що чинить утвiр (25) в ототожненнi (39) ♥.
Об’яснення 1 Вираз (36) запроваджує змiнну кiлькостi руху P замiсть
похiдної од швидкостi, u′ , яка присутня у рiвняннi (31). Виразом (38)
запроваджується ще одна змiнна, P , замiсть другої похiдної вiд швидко-
стi, u′′ , що теж присутня в рiвняннi (31). Ця процедура лежить в рамцях
iдеологiї переписування рiвнянь з вищими похiдними в термiнах рiвнянь
першого порядку, до якої, зокрема, вiдноситься й спосiб гамiльтонiзацiї в
механiцi Остроградського.
Об’яснення 2 Уклад (39) надає цiкаву iнформацiю: вiн вказує на те, що
для встановлення рiвноцiнностi рiвняння (31) зi системою Дiксона (25, 26),
яка є першого порядку, необхiдно накинути на один порядок вищу в’язь,
яка, виходячи з Речi 6 та виразу кiлькостi руху (36), є рiвнозначною з
упохiдненням рiвняння (26).
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Об’яснення 3 Укладом (35) вимагається збереження деякої комбiнацiї,
яка впроваджується виразом (33). Ця вимога є додатковою до рiвнян-
ня (31).
Об’яснення 4 Ми нiде не використовували „iнтеґральну“ умову Матiсона–
Пiранi, а тiльки упохiднену вiд неї умову (28).
Об’яснення 5 Мiркування, якi завели до Речi 7, дослiвно переносяться
в чотиривимiрний свiт. Єдина рiжниця полягає у виказi Речi 6: там, по-
руч з рiвнянням (32), з’являється додаткове рiвняння ǫnmklu
mS′kl = 0 ,
природа якого пов’язана зi збiльшенням свободи в системi (25, 26), коли її
розглядати в чотиривимiрi (гляди [16], уклад 9).
Рiч 8 Нехай в „рiвняннi Матiсона“ (31)
S = − ω
‖u‖
, (41)
де ω є елементом об’єму. В цьому разi рiвняння (31) перетворюється в
рiвняння Ойлера–Пуасона для функцiї Ляґранжа (22).
Доведення. Порiвнюючи рiвняння (23), вкупi зi спiввiдношенням (24), iз
рiвнянням (31), вкупi з означенням (27), досить показати, що
Fn =
√|g|
‖u‖3
ǫmqRnkl
qumuluk , (42)
якщо у виразi (27) замiнити тензор крутня виразом (41). Иньшими слова-
ми, слiд переконатися у справедливостi спiввiдношення
(u·u)Rnqkluqǫkl = 2ǫmqRnklqumuluk . (43)
Виходячи зi взору спрощення (51), лiвий бiк повищої рiвностi, завдячуючи
скiснiй симетрiї тензора кривини, перетворимо так:
(u·u)Rnqkluqǫkl = Rnqkluqukǫmlum −Rnqkluqulǫmkum
= Rnq
kluqukǫmlu
m +Rnq
lkuqulǫmku
m
= 2ǫmlRnqk
lumuquk ♥.
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3.2. Iмпульсний виказ.
Систему рiвнянь Дiксона (25, 26) можна отримати безпосередньо iз вира-
зу Ойлера–Пуасона (14), скориставшись, як означеннями, виразами для
кiлькостi руху π та вищого iмпульсу π(1) з укладу (21). Дiйсно, iз спiв-
вiдношень (27) та (42), при запровадженнi тензора крутня взором (41),
одразу бачимо, що рiвняння Ойлера–Пуасона (14) набуває вигляду (25),
якщо покласти
P = −π . (44)
Що ж до пiдрахунку виразу P ∧ u , скористаємося наслiдком взору
спрощення (49),
(u·u′) ǫnm − unǫkmu′k + umǫknu′k = 0 ,
в такий спосiб:
(u ∧ π)nm =
√
|g|
‖u‖3
(
ǫkmu
′kun − ǫknu′kum
)
=
√
|g|
‖u‖3
(u·u′) ǫnm = S′nm , (45)
що творить рiвняння (26).
Зауваження 2 Тензор „спiну“ (41) можна виразити через поняття ви-
щого iмпульсу π(1) :
S = π(1) ∧ u . (46)
Це випливає безпосередньо з означень (41), (21), та взору спрощення (51) ♥ .
Зауваження 3 Величина Pu = −πu є нiчим иньшим, як означеною кри-
виною k˜ iз утвору (20), яка, у свою чергу, є сталою руху для рiвня-
ння (14), якщо тiльки кiлькостi руху задати вiдповiдними виразами з
укладу (21).
Це видко iз другого виразу в укладi (21) ♥ .
Погляньмо тепер, як веде себе величина M = Pu
‖u‖
з укладу (33) на
розв’язках рiвняння (23), яке, у свою чергу, можна розглядати, як само-
стiйно, так i разом з упохiдненою умовою Матiсона–Пiранi (28). Вiднахо-
димо таке:
Зауваження 4
1. На в’язi, яка задана упохiдненою умовою Матiсона–Пiранi (28), ве-
личина (33) є iнтеґралом рiвняння (23).
2. Величина (33) є сталою на розв’язках рiвняння (23) тiльки якщо k =
0 , або якщо
sgn(g) k
2 −
√
2
mk˜
‖S‖ −K = 0 (47)
(де величина ‖S‖ =
√
|SnmSnm| теж є постiйною).
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Доведення. Упохiднивши (33), з огляду на Зауваження 3 та 1, одержимо
M ′ = −(u·u
′)
‖u‖3
k˜ ,
так що пункт 1 вже випливає з рiвняння в’язi (30), коли пригадати собi
означення кривини (10).
Аби довести пункт 2 в частi, коли k 6= 0 , але й надалi M ′ = 0 , спочатку
розв’яжiмо рiвняння (23) щодо найстаршої похiдної:
√
|g|
(
u′′k
‖u‖3
− 3 (u·u
′)u′k
‖u‖5
)
= m
(u·u) enku′n − (u′ ·u) enkun
‖u‖3
− enkRn ,
де emn = det[gpq] g
mkgnlǫkl означає протизмiнний скiсний символ Левi–
Чивiти, а сила R означена виразом (24). Пiсля стинання зi швидкiстю u ,
беручи пiд увагу переметне правило u′ ·u′ = −u·u′′ , яке є упохiдненою
умовою u·u′ = 0 , отримуємо√
|g| (u′ ·u′) +m (u·u) enku′nuk −
√
|g| (u·u)2K = 0 . (48)
Згiдно з виразом для означеної кривини стежки (20), числимо:
k˜2 = sgn(g)
(u·u)(u′ ·u′)− (u·u′)2
‖u‖6
= sgn(g)
(u·u)(u′ ·u′)
‖u‖6
,
так що остаточно уклад (48) прибирає такий вид:
k2 −mk˜ ‖u‖ − sgn(g)K = 0 .
Тепер умова (47) випливає зi способу впровадження змiнної крутня Snm
укладом (41) ♥.
4. ДОДАТОК: КОРИСНI ВЗОРИ.
У двовимiрi справедливими є наступнi взори спрощення:
gmnǫlk − glmǫnk + gkmǫnl = 0 , (49)
g(mn)ǫlk − g l (mǫn) k + g k (mǫn) l = 0 , (50)
(u·u) ǫnm − unǫkmuk + umǫknuk = 0 , (51)
ǫmnΓ
l
lk − ǫlnΓlmk + ǫlmΓlnk = 0 . (52)
Взори (49) i (50) рiвноцiннi: антисиметризацiя взору (50) вздовж значкiв
n, l, k творить взiр (49) з множником 1/3 .
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У (лже)рiманiвському просторi є вiдомими такi уклади:
a′ n =
dan
dξ
+ Γnlma
mul, a′n =
dan
dξ
− Γmlnamul , (53)
∂gmn
∂xk
= gmlΓ
l
kn + gnlΓ
l
km , (54)
∂
∂xn
√
|g| =
√
|g|Γlln, g = det[gnm] , (55)(
1
‖u‖3
)′
= −3 u·u
′
‖u‖5
, (56)
Rkmn
l =
∂Γlkn
∂xm
− ∂Γ
l
mn
∂xk
+ ΓlmqΓ
q
kn − ΓlkqΓqmn . (57)
Праця виконувалася за пiдтримки ґранту GACˇR 201/09/0981 Чеської
наукової фундацiї.
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VARIATIONALITY WITH SECOND DERIVATIVES,
RELATIVISTIC UNIFORM ACCELERATION, AND THE
“SPIN”–CURVATURE INTERACTION IN
TWO–DIMENSIONAL SPACE-TIME
Roman MATSYUK
Institute for Applied Problems in Mechanics and Mathematics
3 b Naukova St., L’viv, Ukraine
A variational formulation for the geodesic circles in two–dimensional Ri-
emannian manifold is discovered. Some relations with the uniform relativistic
acceleration and the one–dimensional “spin”–curvature interaction is investi-
gated.
